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ИДЕНТИФИКАЦИЯ СОСРЕДОТОЧЕННОГО НЕСТАЦИОНАРНОГО
ВОЗДЕЙСТВИЯ НА БЕСКОНЕЧНУЮ ПЛАСТИНУ-ПОЛОСУ
Розглянуто рішення прямої та оберненої нестаціонарних задач для нескінченої пластини-полоси.
Досліджується дія на пластину імпульсного навантаження. Пластина-полоса моделюється теорі-
єю Кирхгофа-Лява. При розв’язку інтегрального рівняння Вольтерра застосовується метод
А.С.Апарцина.
Solutions of direct and inverse non-stationary problems for infinite plate-strip are considered. An im-
pulse load action on plate is explored. The simulation of the plates-strip deforming is based on classic
Kirchhoff’s theory. The Volterra integral equations are solved by using Aparcin's method.
В данной работе представлены решения прямой и обратной задач для
бесконечной пластины-полосы под воздействием импульсной нагрузки. В ней
производится дальнейшее развитие способов идентификации (распознавания)
внешних импульсных воздействий на элементы конструкций по их проявлени-
ям деформационного характера, наблюдающимся в некоторых точках нагру-
жаемых упругих тел. В качестве объекта исследования выбрана бесконечная
пластина-полоса, нагружаемая нестационарно. Аналогичные исследования
были выполнены ранее, например, для стержней, пластин круглой и прямо-
угольной форм и для цилиндрических оболочек конечной длины. Описания
соответствующих решений представлена в монографии [1].
В связи с тем, что решение обратной задачи в значительной степени ба-
зируется на решении соответствующей прямой задачи, то целесообразно вна-
чале настоящей работы привести решение прямой задачи в предположении,
что импульсная нагрузка, воздействующая на деформируемый объект, задана,
то есть известна.
Рассмотрим прямоугольную пластину, ограниченную прямыми x = 0;





Рисунок 1 – Схема нагружения пластины-полосы
1. Решение прямой задачи. Прямая задача о нестационарных колебани-

































∂ ρ ,                   (1)
где D = Eh3/12(1 − ν2) – цилиндрическая жесткость; E – модуль Юнга; ν – ко-
эффициент Пуассона; h – толщина пластины; w – прогиб; ρ – объемная плот-
ность материала; t – время; P(x,y,t) – функция, описывающая нормальную по-
перечную нагрузку.
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Пусть внешняя нагрузка интенсивностью во времени P(t) сосредоточена





xytPtyxP sin)()(),,( , где δ(y) – дельта-функция.
Решение уравнения (1) было произведено с помощью использования
преобразований Лапласа и Фурье [2, 3]. Оно осуществлялось аналогично по-
строению решения для мембраны-полосы [4] и имеет вид


















,   (2)
где lchDc π=ρ= 1; .
Для численного нахождения прогиба расчет по выражению (2) произво-
дился с применением матричной формы записи. Для чего применялось сле-
дующее соотношение
w = A · P,                                                   (3)
где A – матрица, соответствующая ядру K(t − τ), элементы которой находятся
по формуле [ ]tijKa ji ∆⋅−= )( ;  Δt = T/M – шаг во времени (T – рассматри-
ваемый промежуток времени; M – количество разбиений промежутка времени,
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здесь Δz' = Z/N – шаг интегрирования (Z – интервал интегрирования).
При численных расчетах согласно соотношению (3) принимались сле-
дующие исходные данные: функция P(t) изменялась как единичная функция
Хевисайда (P(t) = P0 · H(t)), где интенсивность действующей нагрузки P0 = 105 Н;
E = 2,1 · 1011 Па; h = l/11 м; l = 0,4 м;  ν = 0,3;  ρ = 7800 кг/м3. Кривая прогиба, полу-























Рисунок 2 – Изменение прогиба во времени
Для проверки достоверности полученного решения сравним его с реше-
нием для пластины ограниченных размеров прямоугольной формы, которое
получаем для варианта пластины тоже теории Кирхгофа-Лява.
Упомянутое решение уравнения (1), отвечающее колебаниям прямо-
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Выражение (4) записано в декартовой системе координат (x,y1). Связь
между y и y1 в формулах (2) и (4) такова, что ордината ξ = b/2 отвечает сере-
















. Кривые, получаемые при численном анали-
зе данного выражения, показаны на рис. 2, причем кривая 3 соответствует
кривой на рис. 2, если параметр b принять равным 20 м. Хорошая сопостав-
ляемость указанных кривых и подтверждает достоверность полученного ре-
шения (3). Укажем также, что кривая 1 – b = 2 м; кривая 2 – b = 10 м.
2. Решение обратной задачи. Для нахождения неизвестной нагрузки (ее
восстановления или идентификации) использовалось выражение (3) и числен-
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ные значения перемещения во времени w(x,y,t), которые были получены при
решении прямой задачи. Эти значения являлись исходными данными для выпол-
нения тестового расчета. Обратная задача является некорректной и сводится в сво-
ей основе решению интегрального уравнения Вольтерра второго рода [5].
С целью избежания математических трудностей при решении некоррект-
ной обратной задачи, присущих численному анализу уравнения Вольтерра
первого рода, можно перейти к уравнению Вольтерра второго рода, выполнив,
например, дифференцирование по времени соответствующего уравнения для
неизвестной нагрузки. С учетом отмеченного, выражение для определения
временной составляющей неизвестной нагрузки будет иметь вид
P = A−1 · w',                                                  (5)
где A−1 – обратная матрица; w' – скорость изменения перемещения, и она рав-
на w' = A' · P. Здесь A' – матрица, соответствующая продифференцированно-
му ядру K(t − τ) по времени, и это ядро равно














.        (6)
Рассмотрим случай, когда точка регистрации перемещения удалена от
точки приложения нагрузки, то есть y ≠ 0, а именно примем, что y = 0,14 м. На
основании выражения (5) и численных данных, которые использовались ранее
при решении прямой задачи, получим кривые изменения нагрузки во времени.
Соответствующие кривые изменения перемещения (кривая 1) и его скорости
(кривая 2), отвечающие решению прямой задачи, представлены на рис.3 .
Подчеркнем, что данные, представленные на рис. 3, используются при реше-



















































Рисунок 3 – Изменение прогиба и его первой производной во времени
На рис. 4 представленная кривая («ступенька» Хевисайда), идентифици-
рованная по приведенным исходным данным.
Как видно из рисунка, кривая изменения нагрузки соответствует функции
)()( 0 tHPtP ⋅= , которая принималась для решения прямой задачи.



















Рисунок 4 – Изменение нагрузки во времени
Пример: прогиб (сплошная линия) в точке пластины y = 0,14 м, как функ-
ция времени, и его скорость (пунктирная линия) изменения имеют вид, пред-
ставленный на рис. 5.
Выполнив процедуру восстановления воздействующей нагрузки, полу-

































































Рисунок 6 – Изменение нагрузки во времени
195
Если произвести расчет прогиба пластины в соответствующей точке по
идентифицированной нагрузке, используя соотношения прямой задачи, то бу-
дем иметь кривую прогиба, совпадающую с кривой на рис. 5 на визуальном
уровне восприятия.
Рассмотренные задачи относятся к типу динамических задач теории уп-
ругости. Обратная задача – некорректная, – она сводится к решению инте-
грального уравнения Вольтерра второго рода с невырожденным ядром, чис-
ленное решение которого было осуществлено способом, близким к методу
квадратур, предлагаемым А.С.Апарциным [5]. Применение этого подхода по-
зволило получить решение поставленной обратной задачи сравнительно про-
стым способом, обладающим свойством регуляризации при соответствующем
подборе расчетных параметров.
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УДК 621.9.048.6
Т.С.ЯРОШЕВИЧ, ЛНТУ, Луцьк
МОДЕЛЮВАННЯ ПОДВІЙНОГО ПУСКУ ВІБРАЦІЙНОЇ
МАШИНИ З ДЕБАЛАНСНИМ ЗБУДНИКОМ КОЛИВАНЬ
Викладено результати досліджень динамічних процесів, що відбуваються під час розбігу дебала-
нсного збудника зарезонансної вібраційної машини з електродвигуном обмеженої потужності.
Розглянуто перебіг процесу розбігу збудника в разі подвійного пуску асинхронного двигуна. На-
ведено детальний опис ефекту Зоммерфельда.
The course of the process of acceleration of unbalanced exiter of transresonance vibrating machine in
case of reclosing is considered. The explanation of Sommerfelds effect is given.
Постановка проблеми. Область використання вібраційних машин та
пристроїв має стійку тенденцію до подальшого росту в найрізноманітніших
галузях машино- та приладобудування. У великогабаритних вібраційних ма-
шинах найбільшого розповсюдження отримав інерційний привод завдяки мо-
жливості одержання значних збурюючих сил за невеликих габаритів та відно-
сно малої маси. Зазвичай, вібраційні машини з інерційним збудженням є заре-
зонасними. Одномасні вібромашини з дебалансними збудниками в разі м’якої
віброізоляції робочого органу передають на раму та фундамент порівняно не-
значні динамічні навантаження. Під час роботи в усталеному режимі таким
машинам притаманна достатньо висока стабільність.
